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ФОРМИРОВАНИЕ ТЕРМИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛОСКОЙ СТЕНКЕ ОТЛИВКИ 

 
Аннотация. В работе рассмотрен вопрос о формировании напряженно-деформированного состояния (НДС) стен-

ки отливки, приводящего к браку по холодным и горячим трещинам. Рассмотрено формирование НДС при температурном 

перепаде по сечению стенки отливки после полного ее затвердевания. Проведено математическое и физическое моделиро-

вание процессов термонапряженного состояния на материалах с низкой теплопроводностью из силикатного стекла. Та-

кой подбор материалов позволил получить критические термические напряжения, приводящие к разрушению под действи-

ем теплового удара. В работе определено поле деформаций, возникающих при температурном перепаде, в момент разру-

шения исследуемого образца. Проведенный в соответствии с физическим экспериментом теоретический расчет позволил 

произвести количественную оценку изменения напряжений по сечению стенки во времени. Определена и графически пред-

ставлена динамика изменения главных напряжений и их результирующих, полученных по четвертой теории прочности, 

что позволит определить условия нарушения сплошности материала применительно к стенке отливки. 

Ключевые слова: отливка, плоская стенка, термические напряжения,  температурные деформации, математическое 

моделирование. 

 

Горячие трещины в отливках образуются в ин-

тервале кристаллизации литейных сплавов и являются 
следствием неравномерности температурных полей 
[1]. Температурные напряжения являются одним из 
компонентов напряженно-деформированного состоя-
ния системы «отливка-форма» в процессе ее форми-
рования и охлаждения. Для анализа возникающих 
напряжений необходима математическая количе-
ственная оценка температурных деформаций по сече-
нию стенки отливки. Кроме того, создание математи-
ческого аппарата определения максимальных темпе-
ратурных деформаций, при сопоставлении их с кри-
тическими, также может служить для оценки прочно-
сти детали при тепловых ударах, что  особенно акту-
ально для хрупких материалов (чугуны, петрургиче-
ское литье, ситаллы и др.). 

Рассмотрим температурные деформации, возни-
кающие в сплошной пластине при ее охлаждении 
(рис. 1). Для чего разобьем пластину толщиной δ на 
ряд слоев толщиной h и обозначим границы получен-
ных слоев как i=[1…N], [N+1…К] [2]. В процессе ре-
шения поставленной задачи будем определять дефор-
мацию границы i=N [3, 4]. 

 

Рис. 1. Расчетная схема к задаче о температурных  

деформациях в плоской симметричной пластине 

                                                           
 Савинов А.С., Тютеряков Н.Ш., Залилов Р.В., Рудь К.И., 2020 

Для проверки адекватности представленной мо-

дели был проведен следующий эксперимент (рис. 2) 

[5]. Пластину из силикатного стекла размерами 

1001004 мм помещали в муфельную печь СНОЛ-

1.6.2,5.1.11-43 с температурой, значительно превы-

шающей температуру окружающей среды. После 

тридцатиминутной выдержки пластину опускали в 

воду, имеющую комнатную температуру. Нагрев об-

разцов осуществляли в температурном интервале 50–

150
0
C, последовательно сужая исследуемый интервал. 

В ходе многочисленных экспериментов при темпера-

турах 82–85
0
C получили устойчивое образование 

трещины на поверхности образца.  

 

Рис. 2. Схема проведения эксперимента:  
1 – муфельная печь; 2 – образец;  

3 – емкость с охлаждающей средой 

Исходя из полученных данных, был произведен 

расчет теплового поля исследуемого образца при сле-

дующих начальных условиях: 

 =0;  0≤х≤L; Tнач = 84 
o
C. 

Решение линейного одномерного уравнения теп-

лопроводности  
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где ρ, с,  – плотность, теплоемкость и теплопровод-

ность изучаемого объекта; 

 T – температура; 

 х,  – текущая координата и временной интервал, 

осуществляли методом конечных разностей с исполь-

зованием граничного условия I рода: 

 

Рис. 1. Расчетная схема к задаче о температурных деформациях в плоской 

симметричной пластине 
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Рисунок 2 – Схема проведения эксперимента:  
1 - муфельная печь; 2 - образец; 3 - емкость с охлаждающей средой 
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х=0: Tл=Tокр: >0; 

х=L: Tп=Tокр: >0. 

Использование полученного теплового поля поз-
волило получить критическую относительную де-
формацию, при которой произошло разрушение  
ε= 0,000273 ед. Полученные результаты подтвержде-
ны опытным путем при разрушении пластины сили-
катного стекла под действием изгибающей нагрузки 
[6]. Критические деформации, полученные различны-
ми методами, представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Сравнение значений механических характеристик 

пластины из силикатного стекла, полученных 

различными методами 

Предел 

прочности

B , МПа 

Модуль 

продольной 

упругости 

Е, МПа 

Критическая 

деформация 

B , ед., 

по выраже-

нию 

Критическая 

деформация 

B , ед., 

по выраже-

нию 

38,58 102588,5 0,000376 0,000273 

 
Динамика изменения деформационного поля во 

времени показана на рис. 3. Исходя из расчетов, кри-
тические деформации были получены на поверхности 
образца. Такой характер изменения в динамике  кри-
тических деформаций при температурном перепаде 
(см. рис. 3) подтверждается и данными других авто-
ров [1, 7].  

 

Рис. 3. Распределение растягивающих температурных  

деформаций:  

1 – поверхность; 2 – на расстоянии 1,7 мм от центра 

стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 

Было установлено, что значения критических 
деформаций, полученных экспериментально и с ис-
пользованием предложенного математического аппа-
рата, достаточно близки. Некоторое отклонение меж-
ду ними связано с тем, что эксперименты проводили 
при различных температурах, а значение теплового 
поля силикатного стекла было получено при исполь-
зовании справочных величин теплофизических харак-
теристик. 

В целом значения критических деформаций, по-

лученные двумя разными способами, сопоставимы и 

достаточно близки в абсолютном выражении, а следо-

вательно, данная методика может быть использована 

для инженерных расчетов по определению темпера-

турных деформаций в плоской стенке отливки.  

Определив температурные деформации по сече-

нию стенки отливки, рассмотрим возникающие при 

температурном деформировании напряжения в каком-

либо слое, очерченном границами i, i+1 (рис. 4). 

Пусть в первоначальный момент времени границы 

данного слоя не деформированы (температура по се-

чению стенки постоянна). Вырежем из данного слоя 

квадратный элемент со стороной h (рис. 4, а) [8].  

 
При охлаждении элемента на величину ΔTэл, 

определяемую как 

1

эл нач
2

i iТ T
T T 

   ,                     (2) 

произойдет изменение размеров элемента до υ (рис. 4, б). 

      эл1 ,v T h                              (3) 

где  α – коэффициент  термического расширения, 
0
С. 

Однако при учете взаимовлияния слоев, описан-

ного выше, грани, лежащие на границах i, i+1, изме-

нятся до размеров b и z соответственно и будут 

найдены как 
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Рисунок 3 – Распределение растягивающих температурных  деформаций:  

1 – поверхность; 2 – на расстоянии 1,7 мм от центра стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 
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Рис. 4. Схема к расчету  

напряженного состояния 
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 эл 1 ib h T    ,                          (4) 

 эл 11 iz h T     .                         (5) 

Деформация вертикальных граней элемента раз-

лична и отличается на величину абсолютного откло-

нения 2∂. Определим это отклонение как  

2 z b   .                                (6) 

Или, подставив выражения (4), (5) в выражение 

(6), получим 

 эл

12
2

i i

h T
 


   .                     (7) 

Образующийся при деформации угол сдвига γ 

(см. рис. 4, б) вычислим как 

tg / v   .                                (8) 

Подставив выражения (2), (3) в выражение (6), 

получим величину угла сдвига γ:  

1 -

2

i iarctg
 

  .                          (9) 

На основании источника [10] касательные 

напряжения τ определяют как 

  ( )G t  ,                                (10) 

где G(t) – температурная зависимость модуля упруго-

сти II рода (модуля сдвига), МПа. 

Следует отметить, при температурах образова-

ния горячих трещин в стенке отливки упругие дефор-

мации значительно выше пластических [11]. Следова-

тельно, данную формулу в первом приближении 

можно использовать для определения касательных 

напряжений. 

Подставив выражение (9) в равенство (10), полу-

чим значения термических касательных напряжений  

τтерм: 

1

терм ( )
2

i iG t arctg
 

  
 .                 (11) 

В случае если температурная зависимость моду-

ля сдвига для материала неизвестна, то полученные 

касательные напряжения можно выразить через тем-

пературные зависимости модуля Юнга [11]: 

1

терм

( )

2(1 ) 2

i iE t
arctg

 



 




,              (12) 

где μ – коэффициент Пуассона материала, ед. 

Таким образом, полученные выражения позво-

ляют определять поле термических напряжений по 

сечению стенки отливки [12]. 

Определим, используя формулу (12) и закон Гу-

ка, поле возникающих термических напряжений для 

плоской стенки силикатного стекла (рис. 5), соответ-

ствующее полю температурных деформаций, пока-

занному на рис. 3. 

 
При расчете коэффициент Пуассона принят рав-

ным μ=0,25. Возникающие от термического удара нор-
мальные напряжения определяли, используя закон Гука, 
по среднему значению деформации элемента как  

 
 1

терм
2

i i

iE t
 

 
 .                (13) 

При расчете напряженного состояния, вызванно-
го температурным перепадом по сечению стенки от-
ливки, возникает плоское напряженное состояние 
(рис. 5),  выраженное напряжениями σтерм, τтерм. Рас-
пределение напряжений 

 
σтерм, τтерм по сечению стенки 

во времени показано на рис. 6. Для полной оценки 
прочности требуется определение главных напряже-
ний, возникающих на главных площадках, положение 
которых можно определить, вычислив угол поворота 
α0, для чего используют следующие выражения [11]:  
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          (14) 

Применив формулу значений нормальных 
напряжений для наклонных сечений 

2 2cos sin sin 2x у x                   (15) 

и подставив в нее выражение (14), получим выраже-

ния экстремальных (главных) напряжений при плос-

ком напряженном состоянии: 

2 2

1 терм терм терм

1

2
      ;                   (16) 

τтерм 

τтерм 

τтерм 

τтерм 

σтерм 

σтерм 

σ1 
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σ2 
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α0 

Рис. 5. Схема к расчету главных 

напряжений 
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2 2

2 терм терм терм

1

2
      .                   (17) 

 

Рис. 6. Изменение касательных (a) и нормальных (б)  
напряжений  по сечению стенки силикатного стекла  

во времени: 
1 – поверхность; 2 – на расстоянии 1,7 мм от центра 

стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 

Используя выражения (16) и (17), определим зна-
чения главных напряжений в стенке силикатного стек-
ла. Результаты расчета представлены на рис. 7. 

Для обобщения найденных  напряжений исполь-
зуем энергетическую (четвертую) теорию прочности 
[11], которая применительно к рассматриваемому  
случаю плоского напряженного состояния имеет сле-
дующий вид: 

   
2IV 2 2

экв 1 2 2 1

1

2
          

 
,        (18) 

где σэкв
IV

 – эквивалентное  напряжение по IV теории 
прочности, МПа; 

[σ] – допускаемое напряжение, МПа. 

Учитывая, что величина напряжения σ2 значитель-
но меньше σ1, для оценки прочностных свойств, с целью 
упрощения расчетов, можно использовать I теорию 
прочности, выраженную следующим неравенством: 

 I

экв 1    ,                         (19) 

где σэкв
I
 – эквивалентное  напряжение по I теории 

прочности, МПа. 

 

Рис. 7. Изменение эквивалентных напряжений σ
IV

экв 

во времени:  

1 – поверхность; 2 – на расстоянии 1,7 мм от центра  

стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 

Таким образом, выражения (18), (19) позволяют 

определить суммарные напряжения, возникающие 

при температурном перепаде в стенке отливки.  

Используя выражение (18), определим эквива-

лентные напряжения для стенки силикатного стекла. 

Полученное решение отобразим графически (рис. 8). 

 

Рис. 8. Динамика изменения главных напряжений σ1 

(а) и σ2 (б) в пластине силикатного стекла:  

1 – поверхность; 2 – на расстоянии 1,7 мм от центра  

стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 
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Рисунок 7– Динамика изменения главных напряжений σ1 (а)  и σ2 (б); 

в пластине силикатного стекла: 1 – поверхность; 2 – на расстоянии 

1,7 мм от центра  стенки; 3 – 1,5 мм; 4 – 1 мм 
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Таким образом, в результате проведенной работы 

получен математический аппарат, обеспечивающий 

оценку напряженно-деформированного состояния стенок 

отливки при температурном переходе по её сечению.  

Вероятность представленных теоретических 

выкладок потверждена результатами физического 

моделирования на материалах с низкой 

теплопроводностью. 
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Annotation. The paper considers the issue of the formation of the stress-strain state (SSS) of the casting wall, 

leading to rejects due to cold and hot cracks. The formation of stress-strain state at a temperature difference over the 

section of the casting wall after its complete solidification is considered. Mathematical and physical modeling of ther-

mally stressed state processes on materials with low thermal conductivity from silicate glass has been carried out. Such 

a selection of materials made it possible to obtain critical thermal stresses leading to destruction under the influence of 

thermal shock. In this work, the field of deformations arising at a temperature difference at the moment of destruction of 

the sample under study was determined. The theoretical calculation carried out in accordance with the physical exper-

iment made it possible to quantitatively estimate the change in stresses over the section of the wall in time. The dynam-

ics of changes in the principal stresses and their resultant ones, obtained according to the fourth theory of strength, are 

determined and graphically presented, which will make it possible to determine the conditions for discontinuity of the 

material in relation to the casting wall. 
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