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Аннотация. Расчет температурного поля затвердевающей стенки отливки осложняется необходимостью учета 

в уравнении теплопроводности тепла, выделяющегося при кристаллизации. Одним из способов решения данного вопроса 

может быть увеличение теплоемкости затвердевающего материала таким образом, чтобы тепло, выделившееся в ре-

зультате охлаждения, было равно теплу, полученному при кристаллизации стенки отливки. Применение значений эквива-

лентной теплоемкости в методе конечных разностей осуществляется путем использования кусочно-непрерывной функ-

ции. В результате вычислений получены кусочно-непрерывные функции, у которых среднее отклонение расчетных значений 

теплот кристаллизации от заданной не превышает 0,06%, следовательно, возможно использование при расчете теплоты 

кристаллизации в численном решении задач теплопроводности. 
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
Качественное определение температурного по-

ля изделия в литейном производстве в процессе его 

получения дает возможность еще на стадии проекти-

рования отливки прогнозировать ее состав и структу-

ру, усадочные и термические напряжения, а также 

определять временные параметры технологического 

цикла изготовления детали.  

При численном решении уравнения теплопро-

водности для расчета температурного поля затверде-

вающей стенки отливки необходимо учитывать тепло, 

выделяющееся при кристаллизации, что осложняет 

данный расчет. Для решения данного вопроса можно 

увеличить теплоемкость затвердевающего материала, 

чтобы тепло, которое выделяется в результате охла-

ждения, было равно теплу, полученному при кристал-

лизации стенки отливки. 

Тепловой баланс затвердевающей стенки отливки 

может быть выражен следующим уравнением [1]: 

dQ=dQакк + dQкр + dQпер,                       (1) 

где  dQакк – тепло, аккумулированное отливкой, Дж; 

dQкр – теплота, выделившаяся при кристаллиза-

ции отливки, Дж; 

dQпер – теплота перегрева, Дж. 

Необходимость учета в уравнении теплопровод-

ности тепла  dQкр, выделяющегося при кристаллизации, 

также осложняет расчет температурного поля стенки 

отливки при затвердевании. Для решения данной зада-

чи можно увеличить теплоемкости затвердевающего ма-

териала, чтобы тепло, которое выделяется при охлажде-

нии, было равно теплу, полученному при кристаллиза-

ции стенки отливки. Следовательно, тепловой баланс 

процесса затвердевания, отнесенный на 1 кг материала, 

может быть выражен следующим выражением [2, 3]: 
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где Tликв, Тсол – температуры ликвидус и солидус спла-

ва соответственно, К; 

С
ме

доб – добавочное значение теплоемкости металла 

на температурном отрезке (Tликв - Тсол), Дж/кгК; 

ω – теплота кристаллизации сплава, Дж/кг. 

Значения теплоемкостей для сплавов, которые 

находятся в жидком и твердом состоянии, достаточно 

хорошо известны [4], однако, вопросы выбора вида 

функции Сэкв на отрезке (Тсол-Тлик) в литературе отраже-

ны противоречиво [5]. Между тем при расчете тепловы-

деления, учитывая, что пространственный элемент в 

численном решении задачи теплопроводности имеет 

минимальный размер, вид функции добавочной тепло-

емкости в первом приближении может быть любым из 

представленных на рисунке. 

Применение значений эквивалентной теплоем-

кости в МКР осуществляется путем использования 

кусочно-непрерывной функции вида 

 

(3)

 

где 
ме

эквС – удельная эквивалентная теплоемкость ма-

териала отливки, Дж/кг
о
С; 

меС  – температурная зависимость удельной 

теплоемкости  материала отливки, Дж/кг
о
С; 

ме

добС – добавочное значение теплоемкости, учи-

тывающее тепловыделение в слое материала 
стенки отливки, Дж/кг

о
С. 
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При рассмотрении тепловыделения по виду ри-
сунка а, функция  добавочной теплоемкости будет 
иметь вид 
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где крист – удельная теплота, выделяемая при кри-
сталлизации материала стенки отливки, Дж/кг; 
Тликв – температура ликвидус, 

о
С; 

Тсол – температура солидус, 
о
С. 

При тепловыделении по типу рисунка б урав-
нение изменения теплоемкости имеет вид 

bkТС ме

доб  ,                            (5) 

где k и  b – коэффициенты уравнения. 

Для абциссы Т = Тликв, Снач=0, следовательно, 
уравнение в данной точке примет вид 

,0 bkТ ликв                             (6) 

откуда  

ликвkТb  .                                  (7) 

Коэффициент k можно определить как 
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кон
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Выделившаяся в процессе затвердевания теп-
лота кристаллизации ω численно равна площади под 
прямой и может быть найдена как   
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Подставив выражение (7), (8) в (5), получим 
уравнение добавочной теплоемкости 
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Тогда кусочно-непрерывная функция для теп-
ловыделения  по типу  б будет выглядеть как 

2

; ;

2 ( )
; ;

( )

; .

ме

экв ме лик

крист ликме

экв ме лик сол

лик сол

ме

экв ме сол

С С Т Т

Т Т
С С Т Т Т

Т Т

С С Т Т



  



   


  

 
(12)

 

Аналогично функция добавочной теплоемкости 
при тепловыделении по типу в будет равна 

2

; ;

2 ( )
; ;

( )

; .

ме

экв ме лик

крист солме

экв ме лик сол

лик сол

ме

экв ме сол

С С Т Т

Т Т
С С Т Т Т

Т Т

С С Т Т



  



   


  

 
(13)

 

Рассмотрим применение функции добавочной 
теплоемкости (4), (12), (13) различных теплот кри-
сталлизации на температурном промежутке Тлик – Тсол. 
расчет сведем в таблицу. 

Результаты применения функции добавочной  

теплоемкости  

Интервал 
темпера-

тур 
Тликв-Тсол 

Теплота 
кристалли-

зации 
ωкрист, кДж 

ω
*
, 

кДж 
ω

**
, 

кДж 
ω

***
, 

кДж 

Среднее 
отклоне-
ние, % 

1600-1400 80 80,4 80,4 80,4 0,0025 

1200-1100 90 90,9 90,9 90,9 0,01 

850-800 95 96,6 96,6 96,6 0,04 

720-700 120 126 126 126 0,25 

670-600 70 71 71 71 0,02 

Среднее     
отклонение 

0,06 

Примечание: ω*– выделение теплоты кристаллизации по 

типу рисунка а; 

ω**– выделение теплоты кристаллизации по типу рисунка б; 

ω***– выделение теплоты кристаллизации по типу рисунка в. 

 

Распределение теплоемкости Сдоб в интервале температур солидуса и ликвидуса  
при затвердевании: 

а – равномерное; б – уменьшающееся; в – возрастающее 
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Как видно из таблицы, среднее отклонение 

расчетных значений теплот кристаллизации от задан-

ной не превышает 0,06%, следовательно, возможно 

использование функции кусочно-непрерывных функ-

ций (4), (12), (13) при расчете теплоты кристаллиза-

ции в численном решении задач теплопроводности. 
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Abstract. The calculation of the temperature field of solidifying walls of the casting is complicated by the neces-

sity of considering the heat conduction equation of heat released during crystallization. One of the ways to solve this 

problem  is  to increase the heat capacity of the solidified material so that the heat released as a result of cooling was 

equal to the heat obtained during the crystallization of the casting wall. The application of equivalent heat capacity 

values in the finite difference method is carried out by using a piecewise continuous function. As a result of calculations 

piecewise continuous functions at which the average deviation of settlement values of heats of crystallization from the 

set does not exceed 0,06% are received, and it is possible to use them in the course of calculation of  of crystallization 

heat in the numerical solution of thermal conductivity problems. 
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